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Motivations

Circulation méridionale des océans

Quels sont les phénomènes physique responsables de la circulation
méridionale des océans?

Forçages de surface!



Motivations

Deux candidats potentiels:

1) La pression hydrostatique causée par le gradient de température

2) L'effet du vent à la surface des océans



Problematic

Relation entre forçages et circulation? ! Bilan énergétique

Ef�cacité du mélange? ! Énergie potentielle disponible (exergie).



Problématique



Convection horizontale: Adimensionnalisation

Forçage Hydrostatique

Densité � 0
Accélération de la gravité g
Poussée hydrostatique b = g(� � � 0)=� 0
Longueur de référence H
Viscosité cinématique � = �=� 0
Diffusion de l'agent strati�ant �
#

Nombre de Rayleigh : Ra= � bH3

��
Nombre de Prandtl : Pr = �

� 0�

Strati�cation

Gradient local de densité @b
@z

#
Fréq. de Brunt-Väisälä: N2 = � g

� 0

@�0
@z = @b

@z

Nombre Richardson: Ri = N2

( @U=@z) 2



Hypothèse pour la présente étude

Domaine sphérique ! Cartesian domain

Effet de la rotation ! Autre étude...

Effet du vent ! Autre étude...

Grand rapport d'aspet ! Lx=Lz = 4

Grand nombre de Prandtl ! Pr = 1

Grand nombre de Rayleigh ! Ra= [ 106; 1012]



Description du problème I

Système Navier-Stokes (Boussinesq)@q
@t = F (Ra; Pr; q), q = ( u; p; b)

Du
Dt

= �r p � beZ +
� Pr

Ra

� 0:5
� u;

r � u = 0;
Db
Dt

=
� 1

PrRa

� 0:5
� b:

Adimensionnalisation non visqueuse:
p

� b and H ! Ra = � bH3

�� , Pr = �
� = 1

Fluide lourd (rouge) Fluid léger (bleu)



Lois d'échelle et limites thermodynamiques

L'écoulement de convection horizontale peut-il maintenir une
circulation turbulente pour Pr � 1?

(Gayen et al, Australia)

1) Écoulement laminaire Nu � Ra1=5 (Rossby, 1965)! circulation laminaire

2) Théorème d'Anti-Turbulence (Paparella & Young, 2002) ! circulation de surface

3) Écoulement turbulent Nu � Ra1=4 (Shishkina et al., 2016)! circulation profonde

Convection horizontale: un modèle pour étudier la circulation de
océans?



Lois d'échelles Part I: Théorie laminaire de Rossby

Ecoulement de type 'upwelling': Hypothèse d'un écoulement en coin
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�

Simpli�cation de l'équation pour la densité

wb � (PrRa) � 1=2 @b
@z

= O
�

Nu (PrRa) � 1=2
�

; (1)

où � = ( PrRa) � 1=2 et Nu � @b
@z .

Pour Pr = 0(1), l'épaisseur de la couche limite cinétique et thermiques � sont
similaires.

	 = U� x (2)

Dans l'hypothèse que les termes dans (1) sont du même ordre:

� = O(Nu � 1); w = �
@	
@x

= U� = O(Nu(PrRa) � 1=2): (3)



Lois d'échelles Part II:théorème d'anti-turbulence (P.& Y. 2002)

Borne inférieure sur la dissipation d'énergie cinétique:

� u = O
�

Pr1=2Ra� 1=2 U2

� 2

�
; (4)

Le cisaillement est O(U� � 1) et le vol. de la couche strati�ée � LxLy, La dissipation
totale d'énergie est donnée par le théorème de P. & Y.

Z

V
h� i dV = O(Pr� 1=2Ra� 1=2LxLy): (5)

La dissipation dans la couche strati�ée � la dissipation totale du système

Pr
U2

�
= O(Ra );  � 0; (6)

d'où

U2 = O(Pr� 1� Ra ): (7)

En combinant avec U = O(Nu2(PrRa) � 1=2):

Nu = Ra� ; � =
1 + 

5
�

1
5

; (8)
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Simulation numérique directe

Système Navier-Stokes (approx. Boussinesq)@q
@t = F (Ra; Pr; q), q = ( u; p; b)

Du
Dt

= �r p � beZ +
� Pr

Ra

� 0:5
� u;

r � u = 0;
Db
Dt

=
� 1

PrRa

� 0:5
� b:

Écoulement périodique en y ! DNS turbulente



@b
@n = 0

b = 0b = 1

@
u � n = 0; @u
@n = 0

Fluide lourd (rouge) Fluide léger (bleu)



Numerical Tools

DNS turbulente:

Différences �nies du 2 em ordre dans toutes les directions

Méthode de projection pour la pression

Intégration en temps explicite

Discrétisation (nx � ny � nz): up to 2048� 256� 256

Raf�nement des points proches de la surface



DNS turbulente à Pr = 1.

Ra= 109 Ra= 1010

Ra= 1011 Ra= 1012



Analyse de la couche stable
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�
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Méthode de Projection Récursive (RPM) et états d'équilibre

Système Navier-Stokes (approx. Boussinesq)@q
@t = F (Ra; Pr; q), q = ( u; p; b)

Du
Dt

= �r p � beZ +
� Pr

Ra

� 0:5
� u;

r � u = 0;
Db
Dt

=
� 1

PrRa

� 0:5
� b:

Géométrie indépendante de la direction y ! DNS dans le Stabilité &
Transitions en Convection Horizontale ( x � z)



@b
@n = 0

b = 0b = 1

@
u � n = 0; @u
@n = 0

Fluide lourd (rouge) Fluide léger (bleu)



Méthode de Projection Récursive (RPM) et états d'équilibre II



@b
@n = 0

b = 0b = 1

@
u � n = 0; @u
@n = 0

Discrétisation mixte (Chebyshev) - différences �nies du 8 em ordre

Méthode de projection pour la pression

Intégration en temps semi-implicite

Discrétisation (nx � nz): 400� 60



Méthode de Projection Récursive (RPM) et états d'équilibre III

États d'équilibre des équations de Navier-Stokes :qn+ 1 = G(qn; Ran)

F (qn; Ran) = 0

Méthode de Newton tel que

F (q; Ra) = q � M (Ra)G(Ra; q);

où G est l'opérateur de NS discrétisé et q 2 R4m avecm le nombre de points.

Solution R décomposée en une somme de deux espaces
R = P � Q

P l'espace instable (dynamique auto-entretenue) ! Newton

Q l'espace stable (dynamique stable)! itérations de type point �xe

Raajouté à M comme paramètre de continuation



États d'équilibre pour Ra= [ 106; 2 � 107]

Fonction de courant  Flottabilité b
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Bilan énergétique?



Analyse de bifurcation I

Evolution des échanges thermiques ! Ra1=5 (Théorie de Rossby)

0.01

0.1

106 107 108

E
A

P
E
;E

K
E

Ra

Ra� 1=5

Energie
cinetique/disponible

1

10

106 107 108

E
B

P
E;

N
u

Ra

Ra1=5

Nusselt / Energie
potentielle (bz)

10� 9

10� 8

10� 7

10� 6

10� 5

10� 4

106 107 108

R S
m

ax
( 

(x
;z

);
0)

d
s

Ra

Surface de
recirculation

Coexistence de 2 solutions pour Ra= [ 2:32 107; 2:96 107]!

Energie potentielle disponible EAPE =
Rb

b�
z � z� (s; t)ds



Analyse de bifurcation I

Evolution des différentes énergies ! Ra� 1=5
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Analyse de Bifurcation II

Existence de deux solutions pour Ra= 2:59 107

Branche supérieure Branche inférieure

 (x; z)  (x; z)
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Analyse de Bifurcation III

Two solutions at Ra= 2:59 107

Branche supérieure Branche inférieure
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Analyse de Bifurcation IV

Evolution de la dynamique à la bifurcation:
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Stabilité globale I

Décomposition entre un état d'équilibre 2 D et une perturbation 3 D

q(x; y; z) = Q(x; 0; z) + q0(x; 0; z) � i(! t� � y)

Dynamique de perturbation linéaire

@u0

@t
+ U � r u0+ u0� r U = �r p0� b0eZ +

� Pr
Ra

� 0:5
� u0

r � u0 = 0
@b0

@t
+ U � r b0+ u0� r B =

1
(RaPr)0:5 � b0

Résoudre le problème aux valeurs propres

� i! Eq̂ = A(Q; Ra; Pr; � )q̂ (9)



Linear stability using DNS II

Equations de Navier-Stokes linéarisées sous forme matricielle

dq
dt

= A(Q; Ra; Pr)q ! qn+ 1 = Aqn (10)

avecA = e(A� t) . Construction d'un sous-espace de Krylov K tel que

K = ( q0; Aq0; A 2q0; : : : ; A nq0) (11)

Orthogonalisation de K = TR, avecTtT = I , et calcul de la matrice d'Hessenber

H = TtAT: (12)

Finalement: calcul des valeurs propres � of H, et transformation

! =
log(� )

� t
(13)



Mode global instable à Ra= 2:26 106
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Analyse WKB le long des lignes de courant I

Condition nécessaire pour une instabilité de R-T (écoulement strati�é non
visqueux): Ri = N2

S2 < 0

Instabilité à petite longueur d'onde + lignes de courant fermées ! WKBJ

[u; p; b] = [ a(t); c(t); r(t)]eik ( t)x( t) :

Substitution dans les équations d'Euler:

dx
dt

= U(x(t)) ;

dk
dt

= � LT(x(t))k ;

da
dt

=

 
2k(t)kT(t)

jk (t)j2
� I

!

L(x(t))a +

 
kz

jk j2
k � ez

!

r;

dr
dt

= R(x(t))a;



Analyse WKB le long des lignes de courant I

x

2
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z

1

0
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Système à intégrer:

dx

dt
= U(x(t)) ;

dk

dt
= � LT(x(t)) k ;

da

dt
=

 
2kk T

jk j2
� I

!

L(x(t)) a +

 
kz

jk j2
k � ez

!

r;

dr

dt
= R(x(t)) a;

avec

L =

0

@
� @U

@x (x(t)) 0 � @U
@z (x(t))

0 0 0
� @W

@x (x(t)) 0 � @W
@z (x(t))

1

A ;

et R(x(t)) = (r B(x(t))) T.



Analyse WKB le long des lignes de courant II

Condition nécessaire pour une instabilité de R-T (écoulement strati�é non
visqueux): Ri = N2

S2 < 0

Grand � + lignes de courant fermées ! WKBJ

[u; p; b] = [ a(t); b(t); r(t)]eik ( t)x( t) :

Variations seulement dans la direction y ! k0 = � 0ey ce qui donne k(t) = � 0ey

dx
dt

= U(x(t)) ;

da
dt

= ~L(x(t))a � ezr;

dr
dt

= ~R(x(t))a

Calcul des valeurs propres � ( ): Théorie de type Floquet pour une période
T(x0)

dM
dt

=
�

~L(x(t)) ez

�r B(x(t)) 0

�
M ; with M (t = 0) = I :



Analyse WKB le long des lignes de courant III

Regions de: 0< Ri < 0:25, �1 < Ri � 0, � 1 ( ) (gris)

Ligne de courant + instable: phases de croissance et décroissance transitoire
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Analyse WKB le long des lignes de courant IV

Taux de croissance non visqueux loin des résultats de la stabilité globale...

Viscosité (� 2=
p

Ra) + mode concentré autour de ligne de courant ( � A=� )

� vis = � 1 �
A
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�
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;
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Montage expérimental
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Plusieurs mois d'essais / faible maintenance

Les membranes renforcées peuvent être nettoyées/réutilisées

Plan laser permettant d'illuminer complètement l'écoulement pour PIV et LIF





Description du problème I

Bassin:L = 2m � H = 0:5m � W = 0:25m, gravité réduite � b = g(� brine � � fresh)=� fresh

Ra = � bL3

�� = 5 � 1016, Scsalt = �
� = 600

Fluide lourd (rouge) Fluide léger (vert)

Visualisation au colorant (Rhodamine ! eau salée, Fluorescéine! eau douce)



Mesures Quantitatives I: PIV

PIV en temps à 4Hz, moyenne sur 150 champs: DPIVSoft (Meunier & Leweke, 2002)
Temps courts: circulation profonde, Wmax � 5cm=s
Turbulence localisée dans le panache : 40%(rouge), 30%(magenta), 20%(jaune), 10%(vert)



Mesures Quantitatives II: DELIF

Comment analyser l'évolution spatio-temporelle de la densité?
Problème avec la LIF ! Scdye = 50 << ScNaCl � 600

LIF Double Émission (Fluorescéine + Rhodamine) & contrôlée par pH (i.e. NaHSO 4)

Brurns et al. (2006)
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Perspectives

Étude de la sensibilité du forçage à la surface

Croissance transitoire optimale: optimisation ef�cacité de
mélange

Expérience àPr = 500! relaminarisation pour Ra> 1013

Visualisation de la densité ! Mesure locale de l'exergie

Effet de la Rotation ?



Perspectives

Merci à tous!


